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ÀË�Î�ÈÒÌ �ÅØÅÍÈß ÎÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËßÑËÎÈÑÒÛÕ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ Ñ�ÅÄÑ. Ï. Ïàëòî*Èíñòèòóò êðèñòàëëîãðà�èè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117333, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 íîÿáðÿ 2000 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà ÷åðåç àíèçîòðîï-íûå ñëîèñòûå ñðåäû, èñïîëüçóþùèé ìàòðèöû Áåððåìàíà ðàçìåðîì 4� 4. Â îòëè÷èå îò ÷èñëåííûõ ìåòî-äîâ, ïðåäëîæåííûõ Áåððåìàíîì, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Òåîðåìà Ñèëüâåñòðà äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ �óíêöèè îò ìàòðèöû è ìåòîä Ëàãåððà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîçâîëÿþò ïðåäëî-æèòü àëãîðèòì, ý��åêòèâíîñòü êîòîðîãî ñðàâíèìà ñ ý��åêòèâíîñòüþ àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ àíà-ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå, îäíàêî, ñóùåñòâóþò ëèøü â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäíîîñíîé îïòè÷åñêîé ñðåäû.Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ñëîæíûå îïòè÷åñêèå ñèñòåìû, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëüèãðàþò ý��åêòû äâóîñíîñòè, ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè èëè îïòè÷åñêîé àêòèâíîñòè.PACS: 42.79.-e; 42.25.-p; 07.05.Tp; 03.50.De, 41.20.-q1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌåòîä âû÷èñëåíèÿ ïðîïóñêàíèÿ è îòðàæåíèÿ âñëîèñòûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ áûë ïðàêòè÷åñêè îä�íîâðåìåííî ïðåäëîæåí Òåéòëåðîì, Õåíâèñîì [1℄ èÁåððåìàíîì [2�4℄. Ìàòåìàòè÷åñêè, ìåòîäû, ïðåäëî�æåííûå â [1℄ è [3℄, ýêâèâàëåíòíû, õîòÿ â ïîäõîäå àâ�òîðîâ èìåþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Áåððåìàí ðàññìàòðèâàåòîïòè÷åñêóþ ñðåäó ñ íåïðåðûâíî ìåíÿþùèìèñÿ ïàðà�ìåòðàìè, ÷òî ïîçâîëèëî ñ�îðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿÌàêñâåëëà â äè��åðåíöèàëüíîé ìàòðè÷íîé �îðìå.Â îòëè÷èå îò øèðîêî ïðèìåíÿåìîãî ïðèáëèæåííî�ãî ìåòîäà ìàòðèö Äæîíñà [5℄ ðàçìåðîì 2 � 2 â ìå�òîäå Áåððåìàíà ìàòðèöû èìåþò ðàçìåð 4 � 4. Ýòîóâåëè÷åíèå â ðàçìåðå ÿâëÿåòñÿ ïëàòîé çà òî÷íîñòüè óíèâåðñàëüíîñòü. Ìàòðèöà Áåððåìàíà îïðåäåëÿåòëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó ÷åòûðüìÿ òàíãåí�öèàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò�íîãî ïîëåé íà âõîäå îïòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ñîîòâåò�ñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè íà âûõîäå è ïîçâîëÿåò ñó÷åòîì èíòåð�åðåíöèîííûõ ý��åêòîâ ìíîãîêðàòíî�ãî îòðàæåíèÿ îäíîâðåìåííî íàõîäèòü êàê ïðîïóñêà�íèå, òàê è îòðàæåíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëå ïàäå�íèÿ ñâåòîâîé âîëíû íà ïëàíàðíóþ îïòè÷åñêóþ ñðå�äó.*E-mail: palto�online.ru; lbf�ns.
rys.ras.ru

Ñ ìîìåíòà óïîìÿíóòûõ ïóáëèêàöèé ìåòîä Áåð�ðåìàíà ïîëó÷èë âñåîáùåå ïðèçíàíèå è íàøåë øèðî�êîå ïðèìåíåíèå, îñîáåííî äëÿ ðàñ÷åòà îïòèêè æèä�êèõ êðèñòàëëîâ, ãäå ó÷åò îòðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîá�õîäèìûì óñëîâèåì. �àçâèòèå ìåòîäà ïðèâåëî ê òî�ìó, ÷òî äëÿ îäíîîñíîé îïòè÷åñêîé ñðåäû áûëè ïîëó�÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàò�ðèö Áåððåìàíà [6�8℄. Òåì íå ìåíåå, â ñëó÷àå äâóîñ�íîé îïòè÷åñêîé ñðåäû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ â îá�ùåì ñëó÷àå îòñóòñòâóþò, ÷òî îñòàâëÿåò â êà÷åñòâåíàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ìàòðè�öû ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû, êîòîðûì áûëà ïîñâÿ�ùåíà ðàáîòà [4℄. Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà ðàçëîæå�íèè ýêñïîíåíòû îò ìàòðèöû â êîíå÷íûé ðÿä Òåé�ëîðà. Òàêèì îáðàçîì, äàæå îäíîðîäíàÿ àíèçîòðîï�íàÿ ñðåäà äîëæíà áûòü ðàçäåëåíà íà î÷åíü òîíêèåïîäñëîè, äëÿ êîòîðûõ ðÿä Òåéëîðà äàåò ïðèåìëå�ìóþ òî÷íîñòü. Ïî-âèäèìîìó, èìåííî äîïîëíèòåëü�íàÿ ñëîæíîñòü è åìêîñòü àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿìàòðèö Áåððåìàíà îáóñëîâëèâàþò ïîñòîÿííîå ðàç�âèòèå àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà ìàòðèö Äæîíñà [9℄,õîòÿ ïîñëåäíèé â ñâîåé îñíîâå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåí�íûì.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ òî÷íûé è ý���åêòèâíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû Áåððå�ìàíà. Â åãî îñíîâå ëåæèò òåîðåìà Ñèëüâåñòðà îïðåäñòàâëåíèè �óíêöèè îò ìàòðèöû [10℄ â �îðìå638



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïòè÷åñêîé çàäà÷è : : :êîíå÷íîãî ðÿäà, à òàêæå ìåòîä Ëàãåððà äëÿ íàõî�æäåíèÿ êîìïëåêñíîãî êîðíÿ ïîëèíîìà ïðîèçâîëü�íîé ñòåïåíè [11℄. Àëãîðèòì áûë àïðîáèðîâàí àâòî�ðîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîîï�òèêè æèäêèõ êðèñòàëëîâ â îïòè÷åñêèõ ñõåìàõ, ðå�àëüíî ïðèìåíÿþùèõñÿ ïðè ñîçäàíèè æèäêîêðèñòàë�ëè÷åñêèõ äèñïëååâ. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáùèì â òîìñìûñëå, ÷òî íå îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòè ÷èñëåí�íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîîñíîé îïòè÷åñêîé ñðåäîé.Îí îäèíàêîâî ý��åêòèâåí â ñèòóàöèÿõ, êîãäà òðå�áóåòñÿ ó÷åñòü äâóîñíîñòü, ìàãíèòíóþ àíèçîòðîïèþèëè îïòè÷åñêóþ àêòèâíîñòü ñðåäû.2. ÒÅÎ�Èß È ÌÅÒÎÄÍàïîìíèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûåÁåððåìàíîì íà îñíîâàíèè òî÷íûõ ïðåîáðàçîâà�íèé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ëèíåéíîé ñðåäû êìàòðè÷íîé �îðìå.Ïóñòü ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ïàäàåòâ ïëîñêîñòè xz íà ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ àíèçîòðîï�íóþ ïëàñòèíó ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì � ïî îòíîøå�íèþ ê íîðìàëè (ñì. ðèñ. 1). Äëÿ êðàòêîñòè íà ðèñóí�êå ïîêàçàí òîëüêî ýëëèïñîèä äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî�íèöàåìîñòè, õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü ìåñòîàíèçîòðîïèÿ ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè è îïòè÷å�ñêîé àêòèâíîñòè. Îïòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïëàñòèíûâ îáùåì ñëó÷àå ñ÷èòàþòñÿ ïëàâíî çàâèñÿùèìè îò
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�èñ. 1. Ñõåìà îðèåíòàöèè ãëàâíûõ îñåé A, B, Cäèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà; xy � ïëîñêîñòü ïî-âåðõíîñòè îïòè÷åñêîé ñðåäû; xz � ïëîñêîñòü ïàäå-íèÿ ñâåòà, � � óãîë ïàäåíèÿ; �, �,  � óãëû Ýéëåðà;"a, "b, "
 � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò äèýëåêòðè-÷åñêîãî òåíçîðà

z, ÷òî ïîçâîëèëî Áåððåìàíó èñïîëüçîâàòü äè��å�ðåíöèàëüíûé �îðìàëèçì. Ñîãëàñíî [3℄ äëÿ òàíãåí�öèàëüíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãîïîëåé ñâåòîâîé âîëíû èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ìàò�ðè÷íîå ñîîòíîøåíèå:��z� = i!
 ��; (1)ãäå� = 0BBBB� ExHyEy�Hx 1CCCCA ; � = 0BBBB� �11 �12 �13 �14�21 �22 �23 �24�31 �32 �33 �34�41 �42 �43 �44 1CCCCA ;Ex, Ey,Hx,Hy � òàíãåíöèàëüíûå x- è y-êîìïîíåíòûñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé.Â îáùåì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ìàòðèöû � âûðàæà�þòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû äèýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò�íîãî òåíçîðîâ è òåíçîðà îïòè÷åñêîãî âðàùåíèÿ (ñì.Ïðèëîæåíèå).Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ ìàãíèò�íîé àíèçîòðîïèåé è îïòè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ ìîæíîïðåíåáðå÷ü, òîãäà ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò ìàò�ðèöû � ñîêðàùàåòñÿ äî 10 [4℄:�11 = �
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os2 �: (2.18)Â (2.1)�(2.18) kx � x-êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåê�òîðà ïàäàþùåé âîëíû, ! � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ñâåòî�âîé âîëíû; �, � è  � óãëû Ýéëåðà, õàðàêòåðèçóþ�ùèå îðèåíòàöèþ äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà, à "a,"b, "
 � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè (ñì. ðèñ. 1). Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ êîì�ïëåêñíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìà�íèå è àíèçîòðîïèÿ ïîãëîùåíèÿ.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû îïòè÷åñêîé ïëà�ñòèíû òîëùèíîé h íå çàâèñÿò îò z, èíòåãðèðîâàíèå(1) äàåò�(h) = exp(i!h�=
)�(0) � P(h)�(0); (3)ãäå P(h) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå Áåððåìàíà äëÿ îä�íîðîäíîé ñðåäû.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îäíîðîäíîé îïòè÷åñêîéñðåäû íàõîæäåíèå ìàòðèöû Áåððåìàíà ñâîäèòñÿ êâû÷èñëåíèþ ýêñïîíåíòû îò ìàòðèöû �. Â îáùåìñëó÷àå, êîãäà îïòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñðåäû çàâèñÿòîò z, ñðåäó ðàçáèâàþò íà n ñëîåâ, â ïðåäåëàõ êîòî�ðûõ îïòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòî�ÿííûìè è èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ êïåðåìíîæåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö äëÿ èíäè�âèäóàëüíûõ ñëîåâ:�(h) = nYi=1P(hi)�(0): (4)Ñîîòíîøåíèå (4) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæ�íîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äèñêðåòíûõîïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (ïîëÿðîèäû, �àçîâûå ïëà�ñòèíêè è ò. ä.). Ôèçè÷åñêèå îñíîâû ïîëíîòû âûðàæå�íèÿ (4) çàêëþ÷àþòñÿ â íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëü�íûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé.Ïîýòîìó äàæå â ñëó÷àå ñëîèñòîé ñèñòåìû ðàçíîðîä�íûõ îïòè÷åñêèõ ñðåä íå òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûåãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, è â ñàìîì îá�ùåì ñëó÷àå çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñâî�äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ �óíêöèè (ýêñïîíåíòû) îò ìàò�ðèöû �.Õîðîøî èçâåñòíûé òî÷íûé àëãîðèòì íàõîæäå�íèÿ �óíêöèè îò ìàòðèöû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíå�íèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ� = S�1DS (5)

è âû÷èñëåíèè �óíêöèè îò ýëåìåíòîâ äèàãîíàëüíîéìàòðèöû D. Ýòî, îäíàêî, òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû�, ìàòðèöû õàðàêòåðè�ñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ S, à òàêæå âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîéìàòðèöû S�1. Õîòÿ ýêñïîíåíòà îò (5) èìååò ¾ïðî�çðà÷íûé¿ �èçè÷åñêèé ñìûë, òàê êàê îòðàæàåò ðàñ�ïðîñòðàíåíèå ÷åòûðåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âîëí âïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíèÿõ, ìåòîä òðåáóåòçíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ý��åêòèâ�íîñòü ìåòîäà óâåëè÷èâàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå îäíîîñ�íîé îïòè÷åñêîé ñðåäû, äëÿ êîòîðîé èìåþòñÿ àíà�ëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ [8℄. Ïî-âèäèìîìó,òîëüêî ñëîæíîñòü è íåý��åêòèâíîñòü (ñ òî÷êè çðå�íèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ) ïðèìåíÿâøèõñÿ àë�ãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿïîäîáèÿ îáóñëîâèëè ðàçâèòèå ïðèáëèæåííûõ ìåòî�äîâ [3; 4℄. Íàïðèìåð, îäèí èç ìåòîäîâ, ïðåäëîæåí�íûõ Áåððåìàíîì, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýêñïîíåí�òà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàçëîæåíèÿ âðÿä Òåéëîðà:P(h) = exp(i!h�=
) �� I+ i!h
 �� 12 �!h
 �2�2; (6)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.Áåððåìàí ïîêàçàë, ÷òî ïîëó÷åíèå ñõîäÿùåãîñÿðåøåíèÿ âîçìîæíî ïðè ó÷åòå ÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿä�êà â ðàçëîæåíèè. Îäíàêî, òàê êàê (6) ÿâëÿåòñÿ ïðè�áëèæåíèåì, åãî ïðèìåíåíèå äàæå äëÿ îäíîðîäíûõó÷àñòêîâ ñðåäû òðåáîâàëî ðàçáèåíèÿ ïîñëåäíåé íàòîíêèå ïîäñëîè òîëùèíîé ìíîãî ìåíüøå äëèíû âîë�íû. Ïðîöåäóðà ñòàíîâèòñÿ íåý��åêòèâíîé äëÿ ðàñ�÷åòà îïòèêè òîëñòûõ (ñîòíè ìèêðîí) îäíîðîäíûõîïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ïîëÿ�ðîèäû è �àçîâûå ïëàñòèíêè. �àçâèòèþ ÷èñëåííîãîìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ è åãî ïðèìåíåíèþ äëÿ ðàñ�÷åòà îïòèêè æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîé ¾òâèñò-ÿ÷åéêè¿ïîñâÿùåíà áîëåå ïîçäíÿÿ ðàáîòà [4℄, ãäå âèäîèçìå�íåííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿëà âûáîð áoëüøèõ çíà÷å�íèé h, îäíàêî ïðèíöèïèàëüíî ìåòîä îñòàâàëñÿ ïðè�áëèæåííûì è òðåáîâàë îñòîðîæíîñòè â âûáîðå øàãàäèñêðåòèçàöèè h.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ òî÷íàÿ ïðîöåäó�ðà. Ïåðâûé âàæíûé ìîìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñó�ùåñòâóåò òåîðåìà Ñèëüâåñòðà [10℄, êîòîðàÿ â ñëó÷àåðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äàåò èñ÷åðïûâàþ�ùåå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè îò ìàòðèöû A ðàçìå�ðîì n� n:640



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïòè÷åñêîé çàäà÷è : : :
f(A) = nXk=1 f(�k)Yi6=k(A� �iI)Yi6=k(�k � �i) ; (7)ãäå �k � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó ñëó÷àþ (7) äàåò ÷åòû�ðå ñëàãàåìûõ:P(h) = exp(i!h�=
) �� 4Xk=10BB�exp(i!h�k=
)Yi6=k(�� �iI)Yi6=k(�k � �i) 1CCA ; (8)÷òî ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïî âû÷èñëèòåëüíûìçàòðàòàì âûðàæåíèþ (6), åñëè èçâåñòíû ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû �. Òàê êàê (8) ÿâëÿåòñÿ òî÷�íûì ïðåäñòàâëåíèåì �óíêöèè, èñêëþ÷àåòñÿ íåîá�õîäèìîñòü ðàçáèåíèÿ îäíîðîäíîé îïòè÷åñêîé ñðåäûíà ñèñòåìó ïîäñëîåâ. Â îòëè÷èå îò òî÷íîãî ìåòîäà,îñíîâàííîãî íà ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ (5), çäåñüíå òðåáóþòñÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû õàðàêòåðèñòè÷å�ñêèõ âåêòîðîâ è ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé ìàòðè�öû, ÷òî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò ý��åêòèâíîñòü.Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå âûðàæåíèÿ (8) ñâîäèòðåøåíèå ïðîáëåìû ê ïîèñêó ý��åêòèâíîãî ìåòîäàîïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû �. Âñëó÷àå îäíîîñíîé îïòè÷åñêîé ñðåäû ("b = "a) äëÿñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âû�ðàæåíèÿ [6�8℄:�1;2 = � "a ��
kx! �2!1=2 ; (9:1)�3;4 = � 1"33 8<:" 
os � sin�
kx! �� ""a "
"33�("
�" sin � 
os2 �)�
kx! �2!#1=29=; ;(9.2)ãäå " = ("
 � "a) sin �, à "33 îïðåäåëÿåòñÿ (2.18) ñó÷åòîì îäíîîñíîñòè ("a = "b).Â îáùåì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿêîðíÿìè ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíèdet(�� �I) = 0 (10)èëè ýêâèâàëåíòíîãî óðàâíåíèÿ â âåêòîðíîì ïðåä�ñòàâëåíèè: �A = 0; (11)

ãäå � = (1��2 �3 �4); A = 0BBBBBB� a0a1a2a3a4
1CCCCCCA ; (12)a0 � a4 � êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà.Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû � îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøå�íèÿìè (2.1)�(2.11), òî çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïî�ëèíîìà îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:a0 = 2�11�13�23�34 +�21�12�34�43 ���211�34�43 ��213�21�34 ��223�12�34; (13.1)a1 = 2(�11�34�43 ��13�23�34); (13.2)a2 = �211 ��34�43 ��21�12; (13.3)a3 = �2�11; (13.4)a4 = 1: (13.5)Âòîðûì âàæíûì ìîìåíòîì â äàííîé ðàáîòå ÿâ�ëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ëàãåððà [11℄. Ìîùíîñòüýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ëþáîì íó�ëåâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ êîðíÿ êîìïëåêñíîãî ïîëè�íîìà ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ìåòîä îáåñïå÷èâàåò áû�ñòðóþ ñõîäèìîñòü ê îäíîìó èç êîðíåé, îáåñïå÷èâàÿâûñîêóþ òî÷íîñòü, îãðàíè÷åííóþ, �àêòè÷åñêè, ðàç�ðÿäíîñòüþ ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ñ ïëàâà�þùåé òî÷êîé. Î÷åâèäíî, ýòî ñâîéñòâî ìîæíî èñïîëü�çîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéâ íàøåé çàäà÷å, åñëè äîïîëíèòü ìåòîä Ëàãåððà ïðî�öåäóðîé èñêëþ÷åíèÿ óæå íàéäåííûõ êîðíåé.Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ óäîáíî ââåñòèîïåðàòîð L, íàçâàâ åãî îïåðàòîðîì Ëàãåððà, òàêîé÷òî �1 = L(A); (14)ò. å. áóäó÷è ïðèìåíåííûì ê âåêòîðó A (êîìïîíåíòûA ñóòü êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà, ñì. (11)), îí âîç�âðàùàåò çíà÷åíèå îäíîãî èç êîðíåé ïîëèíîìà, êî�òîðîå ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé ìàòðèöû �. Íà ðèñ. 2 àëãîðèòì ïðîöåäóðû, ñî�îòâåòñòâóþùåé îïåðàòîðó Ëàãåððà, ïðåäñòàâëåí ñîñòåïåíüþ äåòàëüíîñòè, äîñòàòî÷íîé äëÿ ðåàëèçàöèèíà ëþáîì èç ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Èìåÿ îäèí èç êîðíåé, åãî ëåãêî èñêëþ÷èòü, ïå�ðåéäÿ ê ïîëèíîìó áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà. Ïðîöåäó�ðó èñêëþ÷åíèÿ è íàõîæäåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà�÷åíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòè ïðåîáðàçîâàíèé2 ÆÝÒÔ, âûï. 4 641



Ñ. Ï. Ïàëòî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 20010BBBBBB� a0a1a2a3a4
1CCCCCCA! 0BBBBBB� b0 = a1 + b1�1b1 = a2 + b2�1b2 = a3 + b3�1b3 = a4�1 = L(A)

1CCCCCCA!
! 0BBBBBB� 
0 = b1 + 
1�2
1 = b2 + 
2�2
2 = b3�2 = L(B)�1

1CCCCCCA!
!0BBBBBB� d0 = 
1+d1�3d1 = 
2�3 = L(C)�2�1

1CCCCCCA!0BBBBBB� 
2�4 = �d0=d1�3�2�1
1CCCCCCA ; (15)ãäå B = 0BBBB� b0b1b2b3 1CCCCA ; C = 0B� 
0
1
2 1CA : (16)Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèâ îïåðàòîð Ëàãåððà òðèðàçà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé (15) ñëåâà íàïðà�âî, ïîëó÷àåì âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû �.Ïîäñòàâëÿÿ èõ â âûðàæåíèå (8), ïîëó÷àåì ìàòðèöóÁåððåìàíà. Ïðîöåäóðà (15) ïîìèìî îïåðàòîðà Ëà�ãåððà âêëþ÷àåò ëèøü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî�æåíèÿ, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè ñ áûñòðîé ñõîäèìîñòüþìåòîäà Ëàãåððà îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ ý��åêòèâ�íîñòü, ñðàâíèìóþ ñî ñëó÷àåì èñïîëüçîâàíèÿ àíàëè�òè÷åñêèõ âûðàæåíèé (9.1), (9.2) äëÿ íàõîæäåíèÿñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå îäíîîñíîé ñðåäû.Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî äàæå îïòèìèçèðîâàí�íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà, èç êîòîðîé èñêëþ÷å�íû ïîâòîðíûå âû÷èñëåíèÿ �óíêöèé òèïà sinx, îêà�çûâàåòñÿ ëèøü ïðèáëèçèòåëüíî â 1.5 ðàçà áûñòðåå(âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîé ìàòðèöû Áåððåìàíà ñî�ñòàâëÿåò ïðèìåðíî 100 ìèêðîñåêóíä íà êîìïüþòåðåñ ïðîöåññîðîì Celeron 500 â ñðåäå Windows 98).Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå õîòåëîñü áûïîä÷åðêíóòü, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî �îðìóëà (8)òðåáóåò ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ðÿäåñëó÷àåâ ñèììåòðèÿ ñðåäû (íàïðèìåð, îïòè÷åñêè èçî�òðîïíàÿ ñðåäà) èëè ãåîìåòðèè (ñòðîãî íîðìàëüíîåïàäåíèå) îáóñëîâëèâàåò âûðîæäåíèå ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå â (8) âîçíèêàåò íåîïðåäå�

Ñðàâíåíèå:P (n; x) = 0 ?

çíà÷åíèå � = xÂûõîä, ñîáñòâåííîå

G(n; x) = P 0(n; x)P (n; x)H(n; x) = G2(n; x)� P 00(n; x)P (n; x)D2(n; x) = G(n; x)� L(n; x)D1(n; x) = G(n; x) + L(n; x)L(n; x) =p(n� 1)(nH(n; x)�G2(n; x))
Âû÷èñëåíèå:

x = 0Íà÷àëî:

Ñðàâíåíèå:Åñëè D1 > D2, òî x2 = x� n=D1Åñëè D1 � D2, òî x2 = x� n=D2ïîãðåøíîñòè E = j(x2� x)=x2jÂû÷èñëåíèå îòíîñèòåëüíîéx = x2Ñðàâíåíèå: E < Æ = 10�7?

Âû÷èñëåíèå:
P 00(n; x) = nXk=2 akk(k � 1)xk�2P 0(n; x) = nXk=1 akkxk�1P (n; x) = nXk=0 akxk

Äà, E < ÆÍåò, E > Æ

Íåò Äà

�èñ. 2. Ñõåìà àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííîãîçíà÷åíèÿ ïî ìåòîäó Ëàãåððà. Ïîðÿäîê ïîëèíîìà n èêîý��èöèåíòû ïîëèíîìà fa0; a1; : : : ; ang ÿâëÿþòñÿâõîäíûìè ïàðàìåòðàìèëåííîñòü òèïà 0/0. �àçðåøåíèå ýòîé íåîïðåäåëåííî�ñòè âîçìîæíî, åñëè, íàïðèìåð, ïðèìåíèòü èçâåñòíîåïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ýòî, îäíàêî, ìîæåò íåñêîëüêîóñëîæíèòü îáùóþ ïðîöåäóðó è ñíèçèòü åå ý��åê�òèâíîñòü. Àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò çàêëþ÷àåòñÿ âèñêóññòâåííîì ââåäåíèè ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ çàâå�äîìî íå ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé.Íàïðèìåð, â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû èíäåêñû ïðå�642



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïòè÷åñêîé çàäà÷è : : :ëîìëåíèÿ ìîæíî çàäàòü íå ñòðîãî îäèíàêîâûìè, àðàçëè÷àþùèìèñÿ, íàïðèìåð, â ñåäüìîì äåñÿòè÷íîìðàçðÿäå. Äàæå ïðè òîëùèíå ýëåìåíòîâ â ñîòíè ìè�êðîí ýòî íå ñìîæåò çàìåòíî ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàòâû÷èñëåíèé1). Â ñëó÷àÿõ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ äî�ñòàòî÷íî ïðîñòî çàäàòü î÷åíü ìàëîå îòêëîíåíèå, íà�ïðèìåð, òî÷íîñòü îòñ÷åòà óãëà 10�6 ðàä âðÿä ëè âîç�ìîæíà â ýêñïåðèìåíòå.
3. ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ Ï�ÎÏÓÑÊÀÍÈß ÈÎÒ�ÀÆÅÍÈßÍèæå áóäóò ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèÿ äëÿ îïðå�äåëåíèÿ ïîëÿ â îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîë�íàõ. Õîòÿ ýòà çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà Áåððåìà�íîì, â åãî îðèãèíàëüíîé ðàáîòå â âûðàæåíèÿõ äëÿïîëÿ ïðîøåäøåé è îòðàæåííîé âîëí (âûðàæåíèÿ(86)�(90) â ññûëêå [3℄) èìååòñÿ íåòî÷íîñòü.Êàê è â [3℄, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî àíèçîòðîïíàÿïëàñòèíà èëè îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà èç äèñêðåòíûõýëåìåíòîâ, ïðîïóñêàíèå è îòðàæåíèå äëÿ êîòîðîéíàì òðåáóåòñÿ íàéòè, çàêëþ÷åíà ìåæäó äâóìÿ íåïî�ãëîùàþùèìè èçîòðîïíûìè ñðåäàìè ñ êîý��èöèåí�òàìè ïðåëîìëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî n1 è n2. Ñâåòîâàÿâîëíà ïàäàåò ñî ñòîðîíû ñðåäû ñ êîý��èöèåíòîì n1ïîä óãëîì �1 ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëè ïîâåðõíîñòèïëàñòèíû è âûõîäèò âî âòîðóþ ñðåäó ïîä óãëîì �2.Ïîëå íà âõîäå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöè�åé ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí, â òî âðåìÿ êàê íàâûõîäå èìååòñÿ òîëüêî ïðîøåäøàÿ âîëíà:�T = P(h)(�I +�R): (17)Çäåñü P(h) � ìàòðèöà Áåððåìàíà, êîòîðàÿ â ñëó�÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû èëè ñèñòåìû îïòè÷åñêèõýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì (4), �I , �T ,�R � âåêòîðû, ñîîòâåòñòâåííî, ïàäàþùåé, ïðîøåä�øåé è îòðàæåííîé âîëí.Â èçîòðîïíîé ñðåäå èìååò ìåñòî îäíîçíà÷íàÿñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã�íèòíîãî ïîëåé, ïîýòîìó1) Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñ äâîéíîéòî÷íîñòüþ.

�I = 0BBBB� ExrxExEyryEy 1CCCCA ; �R = 0BBBB� Rx�rxRxRy�ryRy 1CCCCA ;
�T = 0BBBB� Txr�xTxTyr�yTy 1CCCCA ; (18)

ãäå rx = n1
os�1 ; ry = n1 
os�1;r�x = n2
os�2 ; r�y = n2 
os�2;sin�2sin�1 = n1n2 : (19)Óìíîæàÿ ñëåâà îáå ÷àñòè (17) íà ìàòðèöó, îáðàò�íóþ ìàòðèöå Áåððåìàíà, F = P�1, ïîëó÷àåì ñèñòå�ìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ëåãêî ðàçðåøèòüîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ Rx, Ry,Tx, Ty:Ty = 2(ryEy � a
Ex)b
+ d ; (20.1)Tx = 2aEx + bTy; (20.2)Rx = (F11+F12r�x)Tx+(F13+F14r�y)Ty�Ex; (20.3)Ry = (F31+F32r�x)Tx+(F33+F34r�y)Ty�Ey ; (20.4)ãäå a = rx(F11 + F12r�x)rx + F22r�x + F21 ;b = � (F13 + F14r�y)rx + F24r�y + F23(F11 + F12r�x)rx + F22r�x + F21 ;
 = (F31 + F32r�x)ry + F42r�x + F41;d = (F33 + F34r�y)ry + F44r�y + F43; (20.5)Fij (i; j = 1; 2; 3; 4) � êîìïîíåíòû ìàòðèöû F.Êîý��èöèåíòû ïðîïóñêàíèÿ T è îòðàæåíèÿ Râû÷èñëÿþòñÿ êàê îòíîøåíèå ïîòîêîâ ýíåðãèè â ïðî�øåäøåé è îòðàæåííîé âîëíàõ ê ïîòîêó â ïàäà�þùåé âîëíå ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïðàêòèêå ðàñïðî�ñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà âêà÷åñòâå ïåðâîé è âòîðîé ñðåä âûñòóïàåò âîçäóõ(n1 = n2 � 1, �1 = �2 = �), òîãäàT = jTx= 
os�j2 + jTyj2jEx= 
os�j2 + jEyj2 ;R = jRx= 
os�j2 + jRyj2jEx= 
os�j2 + jEy j2 : (21)643 2*
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U

Ïîëÿðîèä, �5 = �=2Ýëåêòðîä
ÝëåêòðîäÏîëÿðîèä, �2 = 0
êðèñòàëë�4 = 0�3 = �=2ÏîäëîæêàÆèäêèéÏîäëîæêà

�èñ. 3. Ñõåìà ìîäåëèðóåìîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìûñ æèäêèì êðèñòàëëîì. U � èñòî÷íèê íàïðÿæåíèÿ,ïðèêëàäûâàåìîãî ê æèäêîìó êðèñòàëëóÏîä÷åðêíåì, ÷òî âñå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âäàííîé ðàáîòå âûïîëíÿþòñÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñ�ëàìè è âû÷èñëåíèå êâàäðàòà ìîäóëÿ ïîäðàçóìåâàåòñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîöåäóðó.4. Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÄËß �ÀÑ×ÅÒÀÎÏÒÈÊÈ ¾ÒÂÈÑÒ-ÝÔÔÅÊÒÀ¿ ÂÆÈÄÊÎÌ Ê�ÈÑÒÀËËÅ C Ó×ÅÒÎÌÂÎÇÌÎÆÍÎÉ ÄÂÓÎÑÍÎÑÒÈÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññ÷èòàåì îïòèêó äëÿ ñè�ñòåìû, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3. Îíà âêëþ÷à�åò èñòî÷íèê ñâåòà è æèäêîêðèñòàëëè÷åñêóþ ÿ÷åé�êó ìåæäó äâóìÿ ñêðåùåííûìè ïîëÿðîèäàìè. Ñíà�÷àëà ìû ðàññ÷èòàåì ñòàòè÷åñêóþ ýëåêòðîîïòèêóâ ïðåäïîëîæåíèè îäíîîñíîñòè æèäêîãî êðèñòàëëà(nb = na � n?). Çàòåì èñêóññòâåííî ââåäåì äâà òè�ïà äâóîñíîñòè (nb < na è nb > na) è ðàññìîòðèìåå âëèÿíèå íà ýëåêòðîîïòèêó è óãëîâûå õàðàêòåðè�ñòèêè îïòè÷åñêîãî êîíòðàñòà ïðè ïåðåêëþ÷åíèè âýëåêòðè÷åñêîì ïîëå.Îïðåäåëèì âñå ïàðàìåòðû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ�÷åòà îïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.Ïîëÿðîèäû. Ïîëÿðîèäû ìîäåëèðóþòñÿ îäíîîñ�íîé îïòè÷åñêîé ñðåäîé ("a = "b), êîòîðàÿ õàðàêòå�ðèçóåòñÿ àíèçîòðîïèåé êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿk
 � ka. Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûå çíà÷åíèÿ êîì�ïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âûðàæà�þòñÿ ÷åðåç èíäåêñû ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ n
, na

è êîý��èöèåíòû ïîãëîùåíèÿ k
, ka ñëåäóþùèì îá�ðàçîì: "
;a = �n
;a + i�k
;a4� �2 ; (22)ãäå � � äëèíà âîëíû ñâåòà, èíäåêñû a è 
 ñîîò�âåòñòâóþò ãëàâíûì îñÿì ýëëèïñîèäà A è C (ñì.ðèñ. 1)2).Òèïè÷íûå ïîëÿðîèäíûå ïëåíêè òîëùèíîé200 ìêì, èñïîëüçóåìûå â æèäêîêðèñòàëëè÷åñêèõäèñïëåÿõ, õîðîøî ìîäåëèðóþòñÿ ïîêàçàòåëåìïðåëîìëåíèÿ na � n
 = 1:5 è êîý��èöèåíòàìèïîãëîùåíèÿ ka = 0:001 ìêì�1 è k
 = 0:02 ìêì�1íà äëèíå âîëíû 550 íì. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòïðîïóñêàíèÿ äâóõ ïîëÿðîèäîâ, îðèåíòèðîâàííûõòàê, ÷òî îñè ìàëîãî ïîãëîùåíèÿ ïàðàëëåëüíû ïî�ëÿðèçàöèè íîðìàëüíî ïàäàþùåãî ñâåòà, ñîñòàâëÿåò� 0:6. Åñëè ïîëÿðîèäû ñêðåùåíû, òî êîý��èöèåíòïðîïóñêàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì � 0:01. Ïðè âû�÷èñëåíèè ìàòðèöû Áåððåìàíà ñëåäóåò èìåòü â âèäó,÷òî ãëàâíàÿ îñü C ëåæèò â ïëîñêîñòè ïîëÿðîèäíîéïëåíêè (� = �=2).Â ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3, ïåðâûé ïîëÿðîèäîðèåíòèðîâàí îñüþ ñëàáîãî ïîãëîùåíèÿ âäîëü ïîëÿ�ðèçàöèè èñòî÷íèêà ñâåòà (�2 = �1 = 0) è ïåðïåíäè�êóëÿðíî íàïðàâëåíèþ îðèåíòàöèè äèðåêòîðà æèä�êîãî êðèñòàëëà íà ïåðâîé ïîâåðõíîñòè (�3 = �=2).Âòîðîé ïîëÿðîèä (àíàëèçàòîð) ñêðåùåí (�5 = �=2)ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîìó.Èçîòðîïíûå îïòè÷åñêèå ñòåêëà. Ïîäëîæêèæèäêîêðèñòàëëè÷åñêîé ÿ÷åéêè ìîäåëèðóþòñÿ èçî�òðîïíîé ñðåäîé. Âñå ãëàâíûå çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷å�ñêîãî ýëëèïñîèäà îäèíàêîâû, à êîý��èöèåíò ïîãëî�ùåíèÿ ðàâåí íóëþ. Äëÿ ñòàíäàðòíûõ ñòåêîë ìîæíîçàäàòü "a = "b = "
 � 1:532 � 2:34. Â äàííîì ìîäå�ëèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ ñòåêëà òîëùèíîé 200 ìêì.Ýëåêòðîäû. Ýëåêòðîäû ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíû�ìè ("a = "b = "
), îäíàêî ðåàëüíàÿ ÷àñòü êîý��èöè�åíòà ïðåëîìëåíèÿ âûøå, ÷åì ó ñòåêëà, è êîý��èöè�åíò ïîãëîùåíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ. Â äàííîé ðàáîòåäëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ýëåêòðîäû òîëùè�íîé 0.01 ìêì ñî çíà÷åíèåì ðåàëüíîé ÷àñòè ïîêàçàòå�ëÿ ïðåëîìëåíèÿ n = 1:7 è çíà÷åíèåì êîý��èöèåíòàïîãëîùåíèÿ k = 0:1 ìêì�1.�àñïðåäåëåíèå ìîëåêóë æèäêîãî êðèñòàë�ëà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Â êà÷åñòâå íåïîãëîùà�þùåãî ìîäåëüíîãî æèäêîãî êðèñòàëëà âûáðàíî âå�ùåñòâî ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:2) Èíîãäà èç-çà äðóãîãî ñîãëàøåíèÿ î êîìïëåêñíîì ïðåä�ñòàâëåíèè ñâåòîâîé âîëíû âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ â âû�ðàæåíèè (22) çàïèñûâàåòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ. Â ýòîì ñëó÷àåçíàêè âñåõ ìíèìûõ ÷èñåë â ñòàòüå äîëæíû áûòü èíâåðòèðî�âàíû.644



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïòè÷åñêîé çàäà÷è : : :êîý��èöèåíòû óïðóãîñòè K11 = 6:4 ïÍ, K22 == 3 ïÍ, K33 = 10 ïÍ;íèçêî÷àñòîòíûå èíäåêñû äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî�íèöàåìîñòè: "? = 6:7, "k = 19:7;îïòè÷åñêèå èíäåêñû ïðåëîìëåíèÿ íà äëèíå âîë�íû 550 íì: na � n? = 1:54, n
 � nk = 1:72, íàïðàâ�ëåíèå äèðåêòîðà ìîëåêóë æèäêîãî êðèñòàëëà ñîîò�âåòñòâóåò îñè C äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà (ñì.ðèñ. 1);óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ: óãîë îòêëîíåíèÿ äèðåêòî�ðà æèäêîãî êðèñòàëëà îò íîðìàëè 89 ãðàäóñîâ; çå�íèòàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñâÿçè 0.2 ìÄæ/ì2; àçèìóòàëüíàÿýíåðãèÿ ñâÿçè 0.1 ìÄæ/ì2; âçàèìíàÿ àçèìóòàëüíàÿîðèåíòàöèÿ äèðåêòîðà íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîâåðõ�íîñòÿõ 90 ãðàäóñîâ (òâèñò-ÿ÷åéêà). Ïðè ýòîì äèðåê�òîð íà ïåðâîé ãðàíèöå îðèåíòèðîâàí ïåðïåíäèêó�ëÿðíî ïîëÿðèçàòîðó, à íà âòîðîé ãðàíèöå � ïåðïåí�äèêóëÿðíî àíàëèçàòîðó.Òîëùèíà ñëîÿ æèäêîãî êðèñòàëëà âûáðàíà ðàâ�íîé 3.1 ìèêðîíà.�àñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ äèðåêòîðà â ýëåêòðè÷å�ñêîì ïîëå îñóùåñòâëÿëñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ íåëèíåé�íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåí�òîâ ñèë, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè ñâî�áîäíîé ýíåðãèè Ôðàíêà [12℄.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ çàâè�ñèìîñòè ïðîïóñêàíèÿ âñåé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû îòíàïðÿæåíèÿ íà æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîé ÿ÷åéêå ïðèíîðìàëüíîì ïàäåíèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñâåòà äëè�íîé âîëíû � = 550 íì. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò îäíî�îñíîìó æèäêîìó êðèñòàëëó (nb = na = 1:54). Ââåäå�íèå ¾ïîëîæèòåëüíîé¿ äâóîñíîñòè (nb = 1:58 > na == 1:54,  = 0) ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êðóòèçíûêðèâîé â äèàïàçîíå 1�3 Â. Åñëè ââåñòè ¾îòðèöàòåëü�íóþ¿ äâóîñíîñòü (nb = 1:50 < na = 1:54,  = 0), òîâ çàâèñèìîñòè (êðèâàÿ 3 ) ïîÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòü,çàêëþ÷àþùàÿñÿ â íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ ýêñòðå�ìóìîâ ïðè íàïðÿæåíèÿõ âûøå 1 Â. Îòìåòèì, ÷òîïîäîáíîå ïîâåäåíèå â îäíîîñíûõ æèäêîêðèñòàëëè�÷åñêèõ òâèñò-ÿ÷åéêàõ âîçìîæíî ëèøü ïðè íàêëîí�íîì ïàäåíèè ñâåòà. Ïîýòîìó ýòîò âèä çàâèñèìîñòè(êðèâàÿ 3 ) ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå õàðàêòåðè�ñòè÷åñêîãî äëÿ äâóîñíûõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ ïðèíîðìàëüíîì ïàäåíèè.Î÷åíü ÿðêî íàëè÷èå äâóîñíîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ âóãëîâûõ çàâèñèìîñòÿõ îïòè÷åñêîãî êîíòðàñòà (ñì.ðèñ. 5). Êîíòðàñòíîå îòíîøåíèå âû÷èñëÿëîñü êàê
 = T0 � T1T1 ; (23)ãäå T0 ñîîòâåòñòâóåò ïðîïóñêàíèþ â âûêëþ÷åííîì(ñâåòëîì) ñîñòîÿíèè, à T1 � ïðîïóñêàíèþ âî âêëþ�
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè îïòè÷åñêîãî ïðîïóñêàíèÿ îò ïðè-ëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ (à): 1 � îäíîîñíûé æèäêèéêðèñòàëë; 2 � ââåäåíà ¾ïîëîæèòåëüíàÿ¿ äâóîñíîñòü(nb = 1:58 > na = 1:54); 3 � ââåäåíà ¾îòðèöàòåëü-íàÿ¿ äâóîñíîñòü (nb = 1:50 < na = 1:54). Ïðè âû÷èñ-ëåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãëàâíàÿ îñü A (ðèñ. 1)îðèåíòèðîâàíà ïîä óãëîì  = 0. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîá-ðàæåíèå íà÷àëüíîãî (U = 0) ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóëæèäêîãî êðèñòàëëà: á � îäíîîñíûé æèäêèé êðèñòàëë;â � ¾ïîëîæèòåëüíàÿ¿ äâóîñíîñòü; ã � ¾îòðèöàòåëü-íàÿ¿ äâóîñíîñòü. Äâóîñíûå ìîëåêóëû æèäêîãî êðè-ñòàëëà èçîáðàæåíû â �îðìå ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ñâåòïîëÿðèçîâàí âäîëü îñè x è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íà-ïðàâëåíèè z÷åííîì (òåìíîì) ñîñòîÿíèè ïðè 4.5 Â íà ÿ÷åéêå.Â ñëó÷àå îäíîîñíîãî æèäêîãî êðèñòàëëà (ðèñ. 5a)íàáëþäàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ àñèììåòðè÷íàÿ êîí�òðàñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà òâèñò-ý��åêòà [12℄. Ââåäå�íèå äâóîñíîñòè ñèëüíî ìåíÿåò óãëîâûå õàðàêòåðè�ñòèêè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 5á, ¾îòðèöàòåëüíàÿ¿ äâó�îñíîñòü ñèëüíî óõóäøàåò óãëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, âòî âðåìÿ êàê ¾ïîëîæèòåëüíàÿ¿ (ðèñ. 5â) ñïîñîáñòâó�åò ðàñøèðåíèþ óãëîâ îáçîðà. Òàêèì îáðàçîì, ñèí�òåç è èñïîëüçîâàíèå äâóîñíûõ æèäêèõ êðèñòàëëîâîòêðûâàåò íîâóþ ñòåïåíü ñâîáîäû äëÿ óëó÷øåíèÿóãëîâûõ õàðàêòåðèñòèê æèäêîêðèñòàëëè÷åñêèõ äèñ�ïëååâ.645
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�èñ. 5. Óãëîâûå õàðàêòåðèñòèêè êîíòðàñòíîãî îò-íîøåíèÿ (ñì. òåêñò) â ñëó÷àå îäíîîñíîãî æèäêîãîêðèñòàëëà (à); â ñëó÷àå ¾îòðèöàòåëüíîé¿ äâóîñíî-ñòè (á) è â ñëó÷àå ¾ïîëîæèòåëüíîé¿ äâóîñíîñòè (â).Êîíòðàñòíîå îòíîøåíèå ïðåäñòàâëåíî èíòåíñèâíî-ñòüþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Âäîëü ðàäèóñà îò-ëîæåí óãîë ïàäåíèÿ ñâåòà. Óãîë, îòëîæåííûé âäîëüâíåøíåé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóåò àçèìóòàëüíîìóóãëó, îïðåäåëÿþùåìó îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè ïàäå-íèÿ ñâåòà ïî îòíîøåíèþ ê îñè x (ñì. ðèñ. 4á)
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ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïòè÷åñêîé çàäà÷è : : :5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå îïèñàí íîâûé ý��åêòèâíûé ìåòîäðàñ÷åòà îïòèêè íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñëî�èñòûõ ñðåä. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèåìåòîäà ê ðàñ÷åòó îïòè÷åñêîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåéæèäêîêðèñòàëëè÷åñêóþ òâèñò-ÿ÷åéêó ñ îïòè÷åñêèäâóîñíûì æèäêèì êðèñòàëëîì.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðî�.Ë. Ì. Áëèíîâó, à òàêæå ïðî�. Ô. Ìàðòèíî-Ëÿãàðä(Ph. Martinot-Lagarde, Ëàáîðàòîðèÿ �èçèêè òâåð�äîãî òåëà, Îðñý, Ôðàíöèÿ), êîòîðûå èíèöèèðîâàëèìîþ äåÿòåëüíîñòü â îáëàñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî�âàíèÿ æèäêèõ êðèñòàëëîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ïðîåêò �99-02-16484)Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂ ñàìîì îáùåì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ìàòðèöû �âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû äèýëåêòðè÷åñêîãîòåíçîðà " = jj"ij jj; i; j 2 fx; y; zg; (Ï.1)ìàãíèòíîãî òåíçîðà� = jj�ij jj; i; j 2 fx; y; zg; (Ï.2)è òåíçîðîâ îïòè÷åñêîãî âðàùåíèÿ� = jj�ij jj; �� = jj��ij jj; i; j 2 fx; y; zg; (Ï.3)ñëåäóþùèì îáðàçîì:�11 = ��yx +���yz + 
kx! � a1 + �yzb1;�12 = �yy +���yz + 
kx! � a2 + �yzb2;�13 = ��yy +���yz + 
kx! � a3 + �yzb3;�14 = ��yx ����yz + 
kx! � a4 � �yzb4;�21 = "xx + "xza1 + �xzb1;�22 = �xy + "xza2 + �xzb2;�23 = "xy + "xza3 + �xzb3;�24 = �(�xx + "xza4 + �xzb4);�31 = �(��xx + ��xza1 + �xzb1);�32 = �(�xy + ��xza2 + �xzb2);�33 = �(��xy + ��xza3 + �xzb3);�34 = �xx + ��xza4 + �xzb4;

�41 = "yx + "yza1 +��yz � 
kx! � b1;�42 = �yy + "yza2 +��yz � 
kx! � b2;�43 = "yy + "yza3 +��yz � 
kx! � b3;�44 = ��yx � "yza4 ���yz � 
kx! � b4;ãäåa1 = (��zx�zz � "zx�zz)=("zz�zz � �zz��zz);a2 = [�zy�zz � (�zy + 
kx=!)�zz℄ =("zz�zz � �zz��zz);a3 = �(��zy � 
kx=!)�zz � "zy�zz� =("zz�zz � �zz��zz);a4 = (�zx�zz � �zx�zz)=("zz�zz � �zz��zz);b1 = (��zz"zx � "zz��zx)=("zz�zz � �zz��zz);b2 = [(�zy + 
kx=!)��zz � "zz�zy℄ =("zz�zz � �zz��zz);b3 = ���zz"zy � (��zy � 
kx=!)"zz� =("zz�zz � �zz��zz);b4 = (��zz�zx � "zz�zx)=("zz�zz � �zz��zz):Îòìåòèì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿ�þòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, à òåíçîðû (Ï.1)�(Ï.3)îïðåäåëåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿ�íèÿ, ñâÿçûâàþùèå èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî (D) èìàãíèòíîãî (B) ïîëåé ñ èõ íàïðÿæåííîñòüþ, èìåþòñëåäóþùèé âèä: D = "E+ �H; (Ï.4)B = ��E+ �H; (Ï.5)D = (Dx; Dy; Dz)T ; B = (Bx; By; Bz)T ;E = (Ex; Ey; Ez)T ; H = (Hx; Hy; Hz)T : (Ï.6)Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè îïòè÷åñêîé àê�òèâíîñòè, íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿîïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ, íî è íàïðÿæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Óðàâíåíèÿ (Ï.4), (Ï.5) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ëè�íåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó øåñòüþ êîìïîíåíòàìèýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (Ex; Ey; Ez; Hx; Hy; Hz)T è(Dx; Dy; Dz; Bx; By; Bz)T , îïðåäåëÿåìîé ìàòðèöåéðàçìåðîì 6 � 6. Âòîðîé è ÷åòâåðòûé êâàäðàíòûýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿþò äèýëåêòðè÷åñêèé èìàãíèòíûé òåíçîðû, à ïåðâûé è òðåòèé � òåíçîðûîïòè÷åñêîé àêòèâíîñòè. Ñ îïðåäåëåíèåì ýëåìåí�òîâ òåíçîðîâ îïòè÷åñêîé àêòèâíîñòè â íåêîòîðûõ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [3℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. S. Teitler and B. W. Henvis, J. Opt. Sos. Amer. 60,830 (1970).647
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